1.16.  Формализация понятия алгоритма (машины Тьюринга, нормальные алгоритмы Маркова).
Алгоритмическая неразрешимость.

Алгоритм есть точное предписание о порядке выполнения действий, из заданного фиксированного множества, для решения всех задач, заданного класса.

Подчеркнем, что цель математического уточнения понятия алгоритма - изучение его свойств, а не создание практического инструмента для построения алгоритмов.

Рассмотрим взаимосвязь между функцией и алгоритмом. Сразу отметим, что основные свойства этой взаимосвязи мы будем здесь приводить без доказательства. Тому есть как минимум две причины. Первая - у читателя не предполагается знания необходимого математического аппарата; вторая - это увело бы нас в сторону от основной цели - формализации понятия алгоритма.

Определение 2.1. Говорят, что алгоритм А вычисляет функцию f(x), если:

1) Существует взаимно однозначное соответствие ( между областью определения f(х) и областью применимости А;

2) Для любого х из области определения f верно: f(x)= А(((x))
В этом случае функция f(x) называется вычислимой функцией.

Определение 2.2. Говорят, что Алгоритм А разрешает множество М относительно множества Х, где М(Х, если:

1) Для любого х из множества М верно, что А(х) = “истина”;

2) Для любого у из Х, но у не принадлежит М, А(у) =“ложь”.

В этом случае говорят, что множество М разрешимое.
Примеры разрешающих алгоритмов - признаки делимости на 2, на 3, на 5. Эти алгоритмы разрешают множество натуральных чисел, кратных 2 (соответственно 3 либо 5), относительно всего множества натуральных чисел.

Определение 2.3. Говорят, что алгоритм А перечисляет множество В если область применимости А есть множество натуральных чисел N, а совокупность результатов есть множество В.

В этом случае В называется перечислимым множеством. Другими словами, в перечислимом множестве все элементы занумерованы целыми числами. Любой элемент в перечислимом множестве может быть найден по его номеру.

Изучение свойств вычислимой функции, а стало быть и алгоритма, показало, что:

1. Область применимости любого алгоритма - перечислимое множество; Следствие: алгоритмы не могут работать на множестве вещественных чисел.

2. Функция f(x) вычислима тогда и только тогда, когда перечислим ее график, т.е. множество {(x, f(x))} перечислимо.

3. Множество M(X разрешимо относительно множества X, когда M и X\M перечислимы.

Отсюда видно, что понятие алгоритма не сводимо к понятию функции. Множество функций мощнее множества алгоритмов.

Самое важное различие между этими понятиями для нас состоит в том, что алгоритм определяет некоторый процесс, который мы называем вычислительным. Понятие функции не предполагает и не определяет никакого процесса. Функция представляется в виде “черного ящика”, на вход которого подали аргументы и на выходе получили результат. Как этот результат был получен - умалчивается. Понятие алгоритма наоборот прежде всего сфокусировано на процессе вычисления результата. Алгоритм определяет именно то, как по аргументам вычислить результат. Итак, понятие функции, как оно есть в математике, нам не подходит, нужно строить формализацию, специально для алгоритма.

Всякое уточнение понятия алгоритма характеризуется следующими семью параметрами:

1. Совокупность возможных исходных данных (алфавит исходных данных).

2. Совокупность возможных результатов (алфавит результатов)

3. Совокупность возможных промежуточных результатов (алфавит  промежуточных результатов).

4. Множество действий.

5. Правило начала.

6. Правило окончания.

Правило определения расположения результата.
Машина Тьюринга.

Машиной Тьюринга называется формализм, предложенный для понятия алгоритма, английским математиком Аланом Тьюрингом. В 30-х годах нашего столетия Тьюринг занимался исследованием свойств вычислимых функций и объектом его внимания был вычислительный процесс.

В качестве исполнителя алгоритмов им был предложен автомат, состоящий из:

· бесконечной ленты, разбитой на ячейки;

· каретки, способной передвигаться над лентой, от ячейки к ячейке, считывать символы, записанные на ленте, записывать символы в ячейки.

В каждой ячейке ленты может быть записан только один из определенного множества символов, называемого алфавитом. За одно срабатывание каретка способна выполнить следующие действия:

· считать символ из ячейки, над которой она находится;

· записать символ в ячейку, над которой она находится;

· переместиться либо влево, либо вправо на следующую ячейку, либо остаться на месте.

· изменять свое внутреннее состояние.

Поясним последний пункт. Предполагается, что каретка может находиться в одном из состояний, из определенного множества состояний. Одним из ее действий, на ряду с перечисленными выше, является переход из одного состояния в другое.

В терминах, упомянутых выше семи параметров машину Тьюринга можно определить следующим образом.

1. Совокупность возможных исходных данных - алфавит D;

2. Совокупность возможных результатов - алфавит D;

3. Совокупность возможных промежуточных результатов - алфавит D;

4. Множество действий:
множество правил вида ap(bqw, где a,b( D;  p,q( Q;  w( {Л, П, Н}.

D - алфавит символов, которые могут появляться на ленте;

Q - множество символов, обозначающих состояния каретки.

Л, П, Н - символы, обозначающие передвижение каретки налево, направо или наместе соответственно.

Смысл правила  ap(bqw  состоит в следующем. Если каретка находится над ячейкой, в которой записан символ а, и каретка находится в состоянии p, то каретка должна:

записать в эту ячейку символ b (символ а при этом стирается),

из состояния p перейти в состояние q,
переместиться на следующую ячейку влево если w=Л, - вправо если w=П или остаться на месте если w=Н.
5.  Правило начала: каретка всегда размещается над последним, считая слева направо, символом слова на ленте и находится в специальном начальном состоянии qo;
6.  Правило окончания: есть специальное состояние, мы его будем обозначать символом ! из алфавита Q. Как только каретка переходит в состояние ! , она останавливается.

Например, если правило имеет вид  ap(b!w , то после его выполнения вычисление считается законченным.

7.  Правило расположения результата: справа от каретки до первого символа пустоты.

Дело в том, что пустота - это тоже символ, который мы будем обозначать символом 

(.
Тезис Тьюринга: Для любой интуитивно вычислимой функции существует МТ, ее вычисляющая.

Нормальные Алгоритмы Маркова.

В 1956 году отечественным математиком А.А. Марковым было предложено новое уточнение понятия алгоритма, которое позднее было названо его именем.


В этом уточнении выделенные нами 7 параметров были определены следующим образом:

1. Совокупность исходных данных - слова в алфавите S;

2. Совокупность возможных результатов - слова в алфавите W;

3. Совокупность возможных промежуточных результатов - слова в алфавите

Р=S

W

V, где V - алфавит служебных вспомогательных символов.

4. Действия:

Действия имеют вид либо (((, либо ( ( (, где (, ( (P*, где 
P* - множество слов над алфавитом Р, и называется правилом подстановки. Смысл этого правила состоит в том, что обрабатываемое слово ( просматривается слева направо и ищется вхождение в него слова (.
Определение.3.1. Слово ( называется вхождением в слово (, если существуют такие слова ( и ( над тем же алфавитом, что и ( и (, для которых верно:   (=(((.

Если вхождение ( в ( найдено, то слово ( заменяется на слово (.
Все правила постановки упорядочиваются. Сначала ищется вхождение для первого правила подстановки. Если оно найдено, то происходит подстановка и преобразуемое слово опять просматривается слева направо в поисках вхождения. Если вхождение для первого правила не найдено, то ищется вхождение для второго правила и т.д. Если вхождение найдено для i-го правила подстановки, то происходит подстановка, и просмотр правил начинается с первого, а слово просматривается сначала и слева направо.

Вся совокупность правил подстановки называется схемой алгоритма.
5.  Правило начала - просмотр правил всегда начинается с первого.

6.  Правило окончания - выполнение алгоритма заканчивается, если:

· было применено правило подстановки вида ( ( (,

· не применимо ни одно правило подстановки из схемы алгоритма.

7. Правило размещения результата - слово, полученное после окончания выполнения алгоритма.


Рассмотрим пример 1 из лекции 2:

построить алгоритм для вычисления 

U(n)=n+1;

S={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};  S=W;  V={*,+}.

Cхема этого НАМ показана на рисунке 3.1.




Перегоняем служебный символ * в конец слова n, чтобы  отметить последнюю цифру младших разрядов.

Увеличиваем на единицу, начиная с цифр младших разрядов.

   



Вводим служебный символ * в слово, чтобы им отметить последнюю цифру в слове.

Рис.3.1. Схема НАМ для вычисления U1(n)=n+1

Нетрудно сообразить, что сложность этого алгоритма, выраженная в количестве выполненных правил подстановки, будет равна:

(k+1)+(l+1),

где k - количество цифр в n, l - количество 9, которые были увеличены на 1.
Но в любом случае сложность НАМ для U1(n) больше сложности Машины Тьюринга для этой же функции, которая равнялась k+1.


Обратите внимание, что у НАМ порядок следования правил подстановки в схеме алгоритма существенно влияет на результат, в то время как для МТ он не существеннен.
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