4. Числовые ряды. Абсолютная и условная сходимость.
3
Признаки сходимости: Даламбера, интегральный, Лейбница.

4. Числовые ряды. Абсолютная и условная сходимость. Признаки сходимости: Даламбера, интегральный, Лейбница.

Числовой ряд: 

.

N-ная частичная сумма: 

.

Опр  Ряд 

сходится, если существует конечный 

. Число S называется суммой ряда. Если предел 

не существует, то ряд расходится. (
T (Критерий сходимости ряда Коши) Для того, чтобы ряд 

сходился ( 

(( > 0 ( N: (n(N и p = 1,2,... 

.(
Следствие. Для сходимости ряда 

( 

.(
T (Критерий сходимости ряда c неотрицательными членами) Для того, чтобы ряд 

, где 

, сходился ( последовательность частичных сумм ограничена. (
Признаки сравнения:
1.  Рассмотрим два ряда с неотрицательными членами:

 и 

. Пусть (k 

, тогда из сходимости 

следует сходимость

, из расходимости 

 следует расходимость

.(
2.  Рассмотрим два ряда с положительными членами:

 и 

. Пусть (k 

, тогда из сходимости 

следует сходимость

, из расходимости 

 следует расходимость

.
Док-во Запишем неравенство 

 для к = 1,2,..n-1 и перемножим соответсвенно левые и праые части: получаем 

, то есть  

. Применяя свойство 1, доказываем свойство 2. (
T (Признак Даламбера) Если для любого k, начиная с некоторого номера, справедливо неравенство 

, то ряд 

сходится (расходится). Если 

, то ряд 

сходится при L < 1 и расходится при L > 1.

Док-во Положим 

, где 

и применим свойство 2 сходимости ряда , откуда следует сходимость (расходимость) ряда 

. Докажем вторую часть утверждения. Пусть L < 1 ( (( >0: L = 1 - 2(, то есть L + ( = 1 - (. По определению предела для ( (N: (k(N 

. Число L + ( = 1 - ( играет роль q в доказательстве первой части утверждения  ( ряд сходится. (
T (Признак Коши) 

1.  Если для любого k, начиная с некоторого номера, справедливо неравенство 

, то ряд 

сходится (расходится).

2.  Если 

, то ряд 

сходится при L < 1 и расходится при L > 1.

Док-во Положим 

, где 

  ( 

.Применим свойство 1 сходимости ряда , откуда следует сходимость (расходимость) ряда 

.Доказательство второй части утверждения аналогично доказательству второй части признака Даламбера (с заменой 

 на 

).(
T (Интегральный признак Коши-Маклорена) Пусть f(x) - неограниченна и не возрастает на x(m, где m - любой номер. Ряд 

сходится ( 

, где 

.

Док-во Пусть k - любой номер, удовлетворяющий неравенству k ( m + 1, x ( [k-1,k]. Из невозрастания f(x) следует, что (х справедливо f(k) ( f(x) ( f(k-1). Функция f(x) интегрируема на 

[k-1,k] и более того 

, 

.

( k ( m + 1 справедливо: 


Суммируя строки системы неравенств и обозначая 

, получаем: 

, или 

. Последовательность 

- неубывающая ( для ее сходимости необходима лишь ее ограниченность сверху Для сходимости ряда из условия теоремы необходимо и достаточно ограниченности последовательности 

. Из неравенства 

следует, что 

 ограничена тогда и только тогда, когда ограничена последовательность 

, то есть тогда и только тогда, когда 

сходится. (
Опр  Ряд 

абсолютно  сходится, если сходится ряд 

.(
Из абсолютной сходимости ряда

следует его сходимость.

Опр  Ряд 

условно  сходится, если ряд 

 сходится, а ряд 

 расходится.(
Опр  Последовательность 

называется последовательностью с ограниченным изменением, если сходится ряд 

.

T Если ряд 

 обладает ограниченной последовательностью частичных сумм, а 

 - последовательность с ограниченным изменением, сходящаяся к 0, то ряд 

сходится. (
Опр  Знакочередующийся ряд (нечетные с ‘+’, четные - с ‘-‘) , модули членов которого образуют невозрастающую сходящуюся к 0 последовательность, называется рядом Лейбница. (
T (Признак Лейбница) Любой ряд Лейбница сходится.

Док-во 

- ряд Лейбница, где 

- невозрастающая сходящаяся к 0 последовательность, 

. Ряд 

 обладает ограниченной последовательностью частичных сумм. 

 - последовательность с ограниченным изменением ( ряд Лейбница сходится. (
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