2.1. Предел и непрерывность функций одной и нескольких переменных.
2
Свойства функций, непрерывных на отрезке.


1. Предел и непрерывность функций одной и нескольких переменных. Свойства функций, непрерывных на отрезке.

Рассмотрим ф-ю y=f(x): {x}( R(R, т. a: в ( U((a) имеются точки {x}, отличные от a.

Опр Число b называется предельным значением ф-ии y=f(x) в точке х=а (или пределом ф-ии при х(а), если для ( сходящейся к а последовательности х1,х2,…,хп,… значений аргумента  х, элементы хп которой отличны от а, соответствующая последовательность f(x1),…,f(xn),…значений функции сходится к b.
Аналогичным образом определяются прав. и лев. пред. знач. ф-ии.
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Теорема f(x), g(x) на {x}, 
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Опр Ф-я f(x) называется непрерывной в т. а, если 
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Теорема Пусть f(x), g(x) на {x} непр. в точке а ( f(x)(g(x), f(x)( g(x), f(x)/g(x) (g(a)( 0) непрерывны в т.а.

Пусть x=((t) на {t}, {x}-ее множество значений, y=f(x) на {x} ( на {t} задана сложная ф-я y=f(x), где x=((t), или y=f[((t)]=F(t)

Теорема Если ф-я x=((t) непр в точке а, а ф-я y=f(x) непр в точке b=((a), то y=f[((t)]=F(t) непр в точке а.

Опр Число b называется предельным значением ф-ии f(x) в точке а, если ((>0 ((>0:

 (x: 0<|x-a|<( ( |f(x)-b|<(
Опр Ф-я f(x) называется непрерывной в точке  x=a, если ((>0 ((>0: (x: |x-a|<( (
( |f(x) – f(a)|<(
Опр f(x) удовлетворяет в т х=а условию Коши, если ((>0 ((>0: (x’,x”: 0<|x’-a|<(,

0<|x”-a|<( ( |f(x’)-f(x”)|<(
Теорема (Критерий Коши) 
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удовлетворяет в точке а условию Коши

( ( Пусть 
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(|f(x’)-b|<(/2, |f(x”)-b|<(/2(|f(x’)-f(x”)|(|f(x’)-b|+|f(x”)-b|((
( Пусть {xn}(a и xn(a

Фиксируем ((>0, возьмем ( из условия Коши ( (N: (n(N 0<|xn-a|<( ( (p=1,2,…

0<|xn+p-a|<( ( по усл Коши |f(xn+p)-f(xn)|<( ( {f(xn)} явл-ся фундаментальной посл-ю ( ({f(xn)}(b

Пусть {xn}, {xn’}(a, xn(a, xn’(a, {f(xn)}(b, {f(xn’)}(b’. Докажем, что b=b’.

Рассмотрим посл-ть f(x1), f(x1’), f(x2), f(x2’),… - она сходится ( ( ее подпосл-ть сходится к одному числу, включая {f(xn)}, {f(xn’)}( b=b’.(
Свойства ф-й, непрерывных на отрезке

1. Если f(x) непр в точке а, и f(a)(0, то ((-окрестность точки а: (x(U((a)  f(x)(0 u

sgn f(x)=sgn f(a)

( 
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b-(<f(x)<b+( при a-(<x<a+(. Пусть (<|b|(b-(, b+(, b – одного знака ( всюду в U((a) ф-я f(x) сохраняет знак числа b.(
2. Пусть f(x) непр на [a, b] и sgn f(a)( sgn f(b) ( ((((a, b): f(()=0

( Пусть f(a)<0, f(b)>0. Рассмотрим мн-во {x}([a,b]: f(x)<0 (x({x}, a({x}, {x} ограничено сверху (числом b) ( ( точная верхняя грань ( . Она является внутренней точкой [a, b], т.к. (правая полуокрестность точки а, в которой f(x)<0 и левая полуокр-ть точки b, в которой f(x)>0. Докажем, что f(()=0. Если это не так, то по свойству 1 ( U(((), в которой f(x) имеет определенный знак, но это невозможно, т.к. ( - точная верхняя грань. (
3. Пусть f(x) – непр на [a, b], f(a)=A, f(b)=B. Пусть C([A, B] ( ((([a, b]: f(()=C

( Пусть A(B, C(A, C(B и пусть A<C<B Введем ((x)=f(x)-C

((x) непр на [a, b], ((a)<0, ((b)>0 ( ((([a, b]: ((()=0 ( f(()=C (
4. Если f(x) непр на [a, b] ( f(x) огр на [a, b]

( Докажем, что f(x) огр сверху на [a, b]. Предположим обратное ( (n=1,2,… (xn([a, b]: f(xn)>n. Таким образом, ({xn}: {f(xn)} – бесконечно большая. Т.к. {xn} – огр, то из нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность {xkn}((([a, b]. В силу непрерывности f(x) в точке ( {f(xkn)}(f((). Но это невозможно, т.к.( п/посл-ть б.б. посл-ти является б.б.(
5. Пусть f(x) огр сверху (снизу). Число M (m) называют точной верхней (нижней) гранью ф-uи
f(x) на [a, b], если: 1) (x([a, b] f(x)(M (f(x)(m); 2)((>0 (x([a, b]: f(x)>M-( (f(x)<m+()
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Теорема Если f(x) непр на [a, b], то она достигает на [a, b] своих точных верней и нижней граней

( Пусть f(x) не достигает т.верхней грани M, т.е. (x([a, b]  f(x)<M

Рассмотрим 
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. F(x) непр на [a, b] ( огр, т.е.(B>0: 
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M не является точной верхней гранью.(
Опр Ф-я f(x) называется равномерно непрерывной на {x}, если ((>0 ((>0: (x’,x”({x}: |x’-x”|<( |f(x’)-f(x”)|<(
Теорема Непрерывная на [a, b] ф-я f(x) равномерно непрерывна на [a, b]

( Предположим обратное: ((>0: ((>0 (x’,x”: |x”-x’|<(  |f(x”)-f(x’)|(( ( Для (n=1/n (x’n  ,x”n: |x”n - x’n|<1/n, но |f(x”n)-f(x’n)|((               (*)

Из {x’n} можно выделить сходящуюся п/посл-ть {x’kn}( c. Очевидно, п/посл-ть {x”kn}( c.

Т.к. f(x) непр в точке с, то {f(x’kn)}( f(c), {f(x”kn)}( f(c) ( {f(x”kn)-f(x’kn)} является бесконечно малой, что противоречит (*). (
NB На неограниченном мн-ве это не так. Контрпример: y=x2
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