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1.5. Функциональные ряды. Равномерная сходимость. Признак Вейерштрасса. Непрерывность равномерно сходящегося ряда непрерывной функции.

Пусть в Еm задано {x}. Если (n = 1,2,.. ставится в соответствие по определенному закону функция fn(x), определенная на {x}, то множество занумерованных функций f1(x), f2(x), ... ,fn(x),... будем называть функциональной последовательностью(ФП). {x} - область определения функциональной последовательности {fn(x)}. Рассмотрим ФП {un(x)}. 

 - функциональный ряд (ФР). 

- n-я частичная сумма ФР. Изучение ФП эквивалентно изучению ФР, так как каждой ФП соответсвует ФР, каждому ФР - ФП. Фиксируем любой x0 ( {x} и рассмотрим все члены ФР в точке x0. Получим числовой ряд. Если указанный числовой ряд сходится, то ФР сходится в точке x0. Множество всех точек x0, в которых ФР сходится, называется областью сходимости ФР. Если ФР имеет в качестве области сходимости некоторое множество {x}, то на этом множестве определена функция S(x), являющаяся предельной функцией последовательности частичных сумм этого ряда, и называющаяся суммой ФР. 

Опр ФП называется равномерно сходящейся на множестве {x} к сумме S(x), если (( > 0 (N(():(n(N((),(x ({x} |Sn(x) - S(x)| < (.(
Опр ФР называется равномерно сходящимся на множестве {x} к сумме S(x), если последовательность Sn(x) его частичных сумм сходится равномерно на {x} к S(x). (
T ФП {Sn(x)} является равномерно сходящейся на множестве {x} ( (( > 0 (N(():(n(N((),(p = 1,2,..., (x ({x} |Sn+p(x) - Sn(x)| < (.

Док-во
|(| Пусть {Sn(x)} сходится равномерно к некоторой функции S(x) ( фиксируем (( > 0, для него (N(():(n(N((),(x ({x} |Sn(x) - S(x)| < (. (p = 1,2,... тем более 


,

.

|(| Пусть (( > 0 (N(():(n(N((),(p = 1,2,..., (x ({x} |Sn+p(x) - Sn(x)| < (. Отсюда и из критерия Коши сходимости последовательности вытекает сходимость последовательности {Sn(x)} в ( точке х ({x} и существование функции S(x), определенной для (х ({x}. Фиксируем (n(N((), фиксируем (х ({x}, перейдем к пределу при p(( ( (n(N((), (х ({x} (  |Sn(x) - S(x)| ( 2( < (  ( сходимость. (
Следствие ФР 

 сходится равномерно к S(x) на {x} ( (( > 0 (N(():(n(N((),(p = 1,2,..., (x ({x}

.(
Признак Вейерштрасса Если ФР 

 определен на {x} и если существует сходящийся числовой ряд 

(x ({x}, (k справедливо 

 ( ФР сходится равномерно на {x}.

Док-во Фиксируем (( > 0, для него (N(():(n(N((),(p = 1,2,... 

 ( 

 (n(N((),(p, (x. (
Рассмотрим x0 - предельную точку множества {x}.

T Если ФР 

 сходится равномерно на {x} к S(x) и (k 


Док-во Докажем сходимость 

. Так как ФР сходится равномерно, то (( > 0 (N(():(n(N((),(p= = 1,2,... ,(x 

. Фиксируем n и p и перейдем к пределу при x( x0. (

. В силу критерия Коши 

сходится. 




.

Фиксируем (( > 0 ( ( n: 

. Так как предел конечной суммы равен сумме пределов слагаемых, то для фиксированного ( и выбранного n (( > 0: (x ({x}: 0<((x,x0) <( выполняется 

 ( 

 (

.(
Следствие Если в условиях теоремы дополнительно потребовать, чтобы x0({x}, 

были непрерывны в x0, то S(x) будет непрерывна в x0.
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