1.27. Методы Ньютона и секущих для решения нелинейных уравнений.
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1.27. Методы Ньютона и секущих для решения нелинейных уравнений.

1. Метод Ньютона

Опр.
Корень с наз. изолированным на сегменте [a, b], если c – внутренняя точка [a, b] и других корней на [a, b] нет. 

Пусть надо найти корень уравнения f (x) = 0, изолированный на сегменте [a, b].

Пусть х0 – первое приближение.

Проводя касательные построим 
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последовательность х0, х1,…, хN... точек пересечения касательных с осью Ох. 

Значения хN получаются по формуле:

хN+1 = xN – 


т.к. уравнение касательной в т. хN:  
y = f ' (xN) (x – xN) + f (xN)
2. Метод Хорд
Уравнение хорды (секущей), проходящей 

через точки (xN, f (xN)) и (b, f (b)):




Т.о. значения хN (т. пересечения хорд с осью Ох) получаются по формуле: 





=>
xN+1 = xN - 


3. Обоснование метода Ньютона и хорд 
Пусть требуется найти решение ур-ния
F(x) = x. 

(*)

Ур-ние f (x) = 0 сводится к (*) путем замены F(x) = f (x) + x. Тогда:

Опр.
Посл-ть х0, ..., хN,... будем называть итерационной , если ( xN выражается по рекурсивной формуле
xN = F(xN-1)     ( xN+1 = F(xN) ),
а в качестве х0 взято ( число из области определения F(x).

Утв 1.
Пусть F (x) непрерывна на [a, b]  и  хN ( [a, b] ( N, тогда, если {xN} ( c, то с является корнем уравнения (*). 

Док,
Т.к. F (x) непрерывна на [a, b] : c – F(c) = lim (xN – F(xN-1)) при N((. Но F(xN-1) = xN по (*) ! Т.о. F(c) = c.

Утв 2.
Пусть с – корень (*), и пусть в (-окрестности т. с  | F '(x) | ( a < 1. Тогда итерационная последовательность т. х0, x1,..., хN,..., где х0 ( [c – (, c + (] сходится к корню с.

Док,
Докажем, что xN ( [c – (, c + (] ( N по индукции:

1. x0 ( [c – (, c + (] по условию.

2. Пусть хN-1 ( [c – (, c + (]. Тогда xN – c = F(xN-1) – F(c) = {Th. Лагранжа} = F '(() (xN-1 – c)

| xN – c | = | F '(() | · | xN-1 – c | ( a | xN-1 – c | 

т.о. | xN – c| < | xN-1 – c | ( N и, следовательно, xN ( [c – (, c + (].

Более того:

| xN – c | ( a | xN-1 – c |
(
| xN – c | ( aN | x0 – c |
(
{xN} ( c со скоростью, не ниже скорости геометрической прогрессии со знаменателем a.

Обоснование метода Ньютона

Пусть f (x) имеет на [a, b] непрерывную и монотонную 1-ю производную, сохраняющую определенный знак. Для определенности будем считать, что f '(x) > 0 и f '(x) не убывает на [a, b].

f (x) = 0 ( F(x) = x, где F(x) = x – f (xN) / f '(xN)

Покажем, что посл-ть xN = F(xN-1) cxoдится к корню с, если х0 ( c.

1) Если х0 ( с, то хN ( c по индукции: база индукции: x0 = b ( c по условию

шаг  индукции: xN – xN+1 = f (xN) / f ' (xN) = {f (c) = 0} = ( f (xN) – f (c)) / f '(xN) = { Th. Лагранжа } = f '(() (xN – c) / f '(xN), где ( ( [c, xN] ( { монотонность производной } ( хN – c

(
xN+1 ( c ( N

Т. о. последовательность {xN} ограничена снизу. Покажем:

2) {xN} – монотонна.

xN ( c по 1) ( {монотонность функции} ( f (xN) ( f (c) = 0 ( { f '(x) > 0} ( xN – xN+1 = f (xN) / f '(xN) ( 0 ( xN ( xN+1

По 1), 2) {xN} сходится как невозрастающая и ограниченная снизу последовательность.

По Утв. 1 предел {xN} является корненм уравнения (*). Все доказано.
Обоснование метода хорд
Пусть f '(x) на [a, b] непрерывна, монотонна и сохраняет определенный знак.

Для определенности будем считать, что f '(x) > 0 и не убывает.

f (x) = 0 ( F(x) = x, где F(x) = x – 

 , xN+1 = xN – 


1) Если х0 ( с, то хN ( c  по индукции:

база индукции: x0 = a ( c по условию

шаг  индукции: xN+1 – xN = – 

 = { f (c) = 0} = 

 = { Th. Лагранжа } =  

, где xN < (1 < c, c < (1 < b ( { монотонность производной } ( 

 =  c – xN 
(
xN+1 – xN ( c – xN  
(
xN+1 ( c ( N

Т. о. последовательность {xN} ограничена сверху. Покажем:

2) {xN} – монотонна.

Т.к. f '(x) > 0, то f (x) возрастает:  xN ( c ( b (  f (xN) ( f (c) = 0 ( f (b) ( {из выражения для xN+1 – xN} ( xN+1 – xN ( 0 ( xN+1 ( xN

По 1), 2) {xN} сходится как неубывающая и ограниченная сверху последовательность. По Утв. 1 предел {xN} является корнем уравнения (*). Все доказано.
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