1.22. Устойчивость по Ляпунову. Теорема об устойчивости по первому приближению.
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1.22. Устойчивость по Ляпунову. Теорема об устойчивости по первому приближению.
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Рассмотрим систему: 
(1)    y – n-мерная вектор функция






   с компонентами y1,…,yn

Определение. Решение y=y(t,y0) задачи (1) называется устойчивым по Ляпунову, если
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Определение. Решение y=y(t,y0) задачи (1) называется асимптотически устойчивым, если оно устойчиво и, кроме того 
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Перейдем от y к x: x=y-y(t,y0), 
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, тогда получим систему


(2)

Решению 
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Обозначим 
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Определение. Тривиальное решение системы (2) называется устойчивым по Ляпунову, если
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Определение. Тривиальное решение системы (2) называется асимптотически устойчивым, если оно устойчиво и, кроме того 
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Устойчивость по первому приближению:
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Рассмотрим
(3)
(f не зависит от t – автономная система)

Разложим по теореме Тейлора  
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Определение. Система 
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(4) называется системой первого приближения для системы (3).

Теорема1. Пусть в некоторой окрестности точки x(0,…,0) функции 
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 непрерывны вместе с производными до 2-го порядка включительно. Тогда, если все характеристические числа 
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матрицы с элементами 
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 удовлетворяют условию 
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, то тривиальное решение системы устойчиво, причем асимптотически.

Лемма 1. Имеют место следующие утверждения:

1) Пусть y – вектор с компонентами 
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2) Пусть y – вектор с компонентами 
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5) Для матрицианта 
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Определение. 
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, где W(x) – фундаментальная матрица системы.

Доказательство:

1) Для 2-х мерного случая 
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1) 
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Напишем для z(t) интегральное уравнение
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Убедимся, что при 
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1. t=0 – неравенство справедливо.

2. Пусть при 
[image: image49.wmf]i

t

t

=

неравенство перестает выполняться и 
[image: image50.wmf])

(

||

)

(

||

i

i

t

z

t

x

=


В силу (2) при достаточно малом 
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EMBED Unknown[image: image59.wmf]ò
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«противоречие»
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Теперь, пусть 
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- т.е. тривиальное решение (3) устойчиво, причем в силу 3) асимптотически.

Пример.

  
[image: image68.wmf])

4

1

ln(

sin

2

4

4

y

ax

y

e

y

x

y

x

-

-

=

-

+

=

+

&

&

 
[image: image69.wmf]Þ

 

[image: image70.wmf]y

ax

y

y

x

x

4

2

-

=

-

-

=

&

&

, 
[image: image71.wmf]a

-

±

-

=

1

3

2

,

1

l


2) Аналогично.

3) Очевидно.
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5) Столбцы фундаментальной матрицы W(t) имеют вид:
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ограничена при 
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Убедимся, что 
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поэтому по теореме единственности 
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Доказательство Теоремы 1:
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Рассмотрим точку 
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Рассмотрим вспомогательную задачу.
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