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1.28. Численное решение задачи Коши для ОДУ.
 
Примеры методов Рунге-Кутта. 

Рассмотрим задачу Коши для ОДУ:



 =  f (t, u), t > 0, U (0)= U0
Пусть D = {| t | ( a, |U - Ut' | ( b},  f (t, U)  непрерывна по t и в D |  f | ( M. В D f удовлетворяет условию Липшица по U : 

 | f ( t , U') - f (t  , U") | ( L |U' – U"| .

( (! решение при  | t | ( tc= min ( a , 

 )

При исследовании численными методами решения задачи Коши будем предполагать, что решение (! и обладает необходимыми свойствами гладкости.

Определение  1. w( = { tn= n( , n = 0,1,2,...} – равномерная сетка с шагом ( > 0.

Обозначение   yn=yn ( tn ) – приближенное решение (сеточная функция)
2. Фиксируем t и построим последовательность сеток w(: ( ( 0 и tn= n( = t. Метод сходится в точке t, если | yn – U ( tn ) |( 0 при ( ( 0, tn = t.

3. Метод сходится на (0, T ], если он сходится в ( точке t ( (0, T]
4. Метод имеет p-й порядок точности, если (  p > 0  | yn – U ( tn )| = O (( p), 

( ( 0.

5. zn= yn – U ( tn ) – погрешность метода.

1. Метод Эйлера.


 – f (tn ,yn) = 0, n= 0,1,2,.., y0= U0. ( yn+1 = ( f (tn , yn), n= 0,1,...,.. y0= U0.



 = f (yn + tn ,Un+ zn) – 

= (n(1) – (n(2)
(n(1) =  – 

+ f (tn ,Un) – невязка или погрешность аппроксимации разностного уравнения на ???

(n(2) = f (tn ,Un+ zn) – f (tn ,Un)
6. Разностный метод аппроксимирует исходное дифференциальное уравнение, если 

(n(1) ( 0  при  ( ( 0.

7. Разностный метод имеет p-й порядок аппроксимации, если (n(1) = O (( p).

т.к. 

 = U' (tn) + O (( p), то (n(1) = - U' (tn) – f (tn ,Un) + O (() = O ((), т.е. метод Эйлера имеет 1-й порядок аппроксимации.

2. Симметричная схема.  



 = 

( f (tn , yn) + f (tn+1, yn+1)) = 0; n= 0,1,... y0=U0
(  yn+1 = Fn+ 0.5 ( f  (tn+1, yn+1) , Fn=  yn + 0.5( f (tn , yn) – неявный метод.

(n(1) =  – 

 + 

( f (tn ,Un) + f (tn+1 ,Un+1)) =

= – Un' – 

Un" + O ((2) + 

 (Un' + Un") = – Un' – 

Un" +

 (Un' + Un' + (Un" + O ((2)) =  

= O ((2), т.е. имеет 2-й порядок аппроксимации.

3. Методы Рунге-Кутта. 
Явный m-этапный метод Рунге-Кутта:

Пусть yn = y (tn) известны, задаются ai и bij , i = 2, ..., m,  j = 1, ..., m – 1, (i  i = 1,2,..,m

и последовательно вычисляются функции:



 = f (tn, yn) , 

= f (tn+a2( , yn+ b21(

),



 = f (tn+a3( , yn+ b31(

+ b32(

), ...



= f (tn+am(,  yn+ bm1(

+ bm2(

+ ...+ bm,m-1(

)


=

, ...( yn+1= yn + (

...  

= 1
При  m = 1 ( схема Эйлера

При m = 2 ( 

= f (tn, yn), 

= f (tn+a2( , yn+ b21(

),

yn+1=yn + ( (

(1 +(2 

)



= (1 f (tn, yn) + (2  f (tn+a2( , yn+ b21(  f (tn, yn))
(n(1) = – 

+ (1 f (tn, Un) + (2  f (tn+a2( , Un+ b21(  f (tn, Un))


= U' ( tn ) + 

U"( tn ) + O ((2)
f (tn+a2( , Un+ b21(  f n) =  f n + a2 (

+ b21( · f n

+ O ((2)
U" = 

+ 

( U'  = 

+ 

( f ( 
(n(1)  = – U' (tn) + ((1 + (2 ) fn + ( [ ((2 b21 - 0.5) · fn 

+ ((2 a2 – 0.5) 

] + O ((2).

Если (1 + (2 = 1, то имеем 1-ый порядок аппроксимации.

Если еще (2 a2 = (2 b21 = 0.5 ( 2-ой порядок аппроксимации.

Получили сем. мет. Рунге-Кутта 2-ого порядка:



= (1 – ( )  f (tn, yn) + ( f (tn + a (, yn+ a ( f (tn, yn))
( a= 0.5

При ( = 1 a = 0.5 ( 

= f (tn + 0.5(, yn + 0.5( fn)
При ( = 0.5  a = 1( 

= f (tn, yn), 

= f (tn + ( , yn+ (

),

yn+1= yn+

( (

+

).

Метод 3-его порядка:



 = f (tn, yn), 

= f (tn +

, yn + 



 EMBED Equation.2  
), 

= f (tn + (, yn - (

+ 2(

),


 = 

 (

+ 4

+

)
4-ого порядка: 

 = f (tn, yn),

= f (tn + 

, yn+



 EMBED Equation.2  
),


= f (tn+

, yn+



 EMBED Equation.2  
), 

= f ( tn+ (, yn + (
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