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1.9. Ряд Фурье по ортогональной системе функций. Неравенство Бесселя, равенство Парсеваля, сходимость ряда Фурье.

Линейное пространство R евклидово, если :

1.  (f, g) — скалярное произведение, ( f, g ( число

2.  (f, g) = (g, f)
(f+g, h) = (f, h) + (g, h)

((f, g) = ((f, g)

(f, f) > 0, если f(0

(f, f) = 0, если f=0

Линейное (евклидово) пространство бесконечномерное, если в этом пространстве ( ( наперёд взятое число ЛНЗ элементов.

Пример: Пространство кусочно непрерывных на [a, b] функций является евклидовым пространством ( - й размерности.

Свойства евклидова пространства бесконечной размерности:

1.  ( f, g : (f, g)2 ( (f, f)(g, g) — неравенство К.-Б.

2.  ( f введём норму 

 : 


·  

, равенство 

;

·  

;

·   

 — неравенство треугольника

Доказательство : 




Определение: f и g ортогональны, если (f, g) = 0.

Определение: Последовательность (1, (2, ... , (n в R называется ортогональной, если 

.

Например, в R0 на [-(, (] : 


Определение: Ряд Фурье элемента f по ОНС {(k} — ряд вида 

, где 

— коэффициент Фурье функции.



— n-я частичная сумма ряда Фурье.

Рассмотрим ( C1, ..., Cn и 

(*) 



— отклонение f от g.

Теорема 1: Среди всех сумм вида (*) наименьшее отклонение от элемента f по норме данного евклидова пространства имеет n-я частичная сумма ряда Фурье элемента f.

Доказательство : 




( наименьшее отклонение при Ck = fk.

ч.т.д.

Следствие 1: 

1. 

(1)

2. 

(2) — тождество Бесселя(для док-ва положим Ck = fk)

Определение :ОНС 

называется замкнутой, если 

 ( линейная комбинация конечного числа элементов 

, отклонение которой от f (по 

) меньше (.
Теорема 2: 

— неравенство Бесселя

Доказательство : 

Левая часть неотрицательна из (2).

ряд из неотрицательных членов обладает ограниченной последовательностью частичных сумм и поэтому сходится. 

ч.т.д

Теорема 3: Пусть 

 — замкнутая ОНС ( 

, 

.

Доказательство : 

Фиксируем 

и 

 существует n и C1,…,Cn :



 

 

 




ч.т.д.

Теорема 4: Если 

 — замкнутая ОНС ( 

 


Доказательство : 




ч.т.д.

Определение :ОНС 

называется полной, если кроме нулевого элемента не существует никакого другого элемента 

.

Теорема 5: Любая замкнутая ОНС является полной.

Доказательство : 

Пусть 

 — замкнутая, пусть f любой элемент принадлежащий R: 

f — нулевой элемент.

ч.т.д.

Теорема 6: Для любой полной ОНС 

два различных элемента f и g ( R не могут иметь одинаковые ряды Фурье.

Доказательство : 

Пусть 


ч.т.д.

Пусть R0 [-(,(], рассмотрим тригонометрическую систему 



















Определение : Функция f(x) имеет период T, если 1) f(x) — определена (x
2)  f(x+T)=f(x)

Функция f(x) может быть равномерно приближена на сегменте [-(,(] ( f(x) непрерывна на нём и 
f(-()=f(()
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