1.30. Постановка краевых задач для уравнения теплопроводности.
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1.30. Постановка краевых задач для уравнения теплопроводности. Метод разделения переменных для решения 1-ой краевой задачи.


[image: image1.wmf] стержень
U (x, t) – температура в сег. с координатами x во время t. С боковых сторон стержень теплоизолирован.

Уравнение теплопроводности описывает процесс распространения тепла в твердом теле.

F (x , t) – плотность тепловых источников , a2 = 

  –  коэф. температуропроводности
  f (x , t) = 

; c – удельная теплоемкость ,  k – коэф. теплопроводности
( – плотность.
Ut = a2 (U + f ; (U = 

+ 

+ 


Одном. уравнение тепл: Ut = a2Uxx +  f (x, t). (  краевые условия

Основные краевые условия :  1) U ( l , t) = ( (t)  2) Ux (l, t)= ((t)  

3) Ux (l, t)= - ( [ U ( l, t) - ( (t)]

Первая краевая задача

Ut= a2Uxx + f (x, t). 
(1)
0 ( x ( l,  0 ( t ( T   

U (0, t) = (1(t)  

(2) 
U ( l , t) = (2(t)

(3) 

U ( x, 0) = ( (x)  0 ( x ( l
(4) 

Вторая краевая задача




Задача Коши 




–( < x < (, 0 ( t ( T
 Qlt = { (x, t) : 0 < x < l, 0 ( t ( T}

Определение:  U (x, t) – решение 1-ой краевой задачи для уравнения теплопроводности (1) – (4), если

1. U ( C [

] 

2. U ( C2 [ Qlt ] (непрерывность вторых производных по x и первых по t) 

3. U (x, t) удовл. (1)–(4)

По классич. опред., пусть нет 1-ого условия ( U (x, t) = const  (x, t) ( Qlt
U (0, t) = (1(t), U (l, t)= (2(t),

U (x, 0) = ( (x)

Уравнению удовлетворяет, но это не разумн. реш.

Метод разделения переменных 

1)




Реш. в виде V(x ,t) = X(x) T(t). Подст.
(
X(

) T'(t) = a2 T(t) X"(x)
деля на a2XT ( 

= 

= - ( ( ( = const) ( 


Для удовл. гранич. условия 

 ( X(0)=0

X(l)=0

( Для X(x) получ. з. Штурма-Лиувилля. Для нее ( при  котор. ( нетрив. реш. – с.з.з. Ш-Л. А соотв. X(x) – соотв. ф-ция з-чи Ш-Л.

У такой задачи бесконечно много с.з. (n = 

и с.ф. Xn (x) = c( sin 

 Пусть c =1, n=1,2,..



=

= 

= 

(nm – символ Кронекера

Теперь уравнение для T(x) при известном (:


(t) = a2 

T(t) ( 

(t) = cn exp {– a2 

t}
Следовательно Vn (x, t) = Xn(x)  Tn(t) = cn exp { – a2 

t}, n = 1,2,...

(Vn (x, t) – реш. ур-ния (1) и (2) и (3)

U(x, t) = 

= 


Предполагая, что нужные условия выполнены.

Обеспечим выполнение (4)

( (x)= U(x, 0) = 

| умножим на sin

и 


Надо найти cn.



= 



 EMBED Equation.2  
= 

(


( cn =



 EMBED Equation.2  
, т.е. cn являются коэф. ряда Фурье
( (x) = 



 EMBED Equation.2  
 (*)
Разлож. в Фурье по sin

Получим (5) U(x, t) = 



 EMBED Equation.2  

Теорема (о существовании)

Пусть функция ( (C2 [0, l] и ( (0) = ( (l) = 0 ( у задачи (1)–(4) существует решение

(классическое) определ. формулой (5).
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